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В статье раскрываются принципы робастной оптимизации инвестиционного портфеля. 
Описано использование библиотеки SEDUMI для решения задач робастной оптимизации. Пред-
ставлены модернизированные версии некоторых моделей выбора оптимального портфеля: моде-
ли Марковица, модели Телсера и модели Блэка-Литтермана. Приводятся результаты сравни-
тельного анализа эффективности моделей: до робастной оптимизации и после. Эксперименты 
проведены при растущем, боковом и понижающемся трендах с некоторыми высоколиквидными 
акциями, торгующимися на ММВБ. Оценены сильные и слабые стороны разных подходов.
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1. Введение

О
дной из основных проблем в задаче выбора 

оптимального инвестиционного портфеля 

является правильная оценка величин ожидае-

мой доходности  и матрицы ковариации доходно-

стей . Эти параметры используются практически во 

всех современных моделях портфельного инвестиро-

вания, включая классическую mean-variance модель 

Марковица [1], модель Блэка-Литтермана [2], «ин-

теллектуальные» модели [3]. На практике их тяжело 

оценить правильно, так как значения параметров 

меняются каждый день. Именно от этих параметров 

зависит качество инвестиционного портфеля. Под 

качеством инвестиционного портфеля понимается 

совокупность параметров риска и доходности.

Существует несколько методов для снижения 

уровня неопределенности этих параметров. Основ-

ная идея этих методов заключается в том, чтобы 

снизить чувствительность итоговых оптимальных 

портфелей к неопределенным входным параме-
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трам. Другими словами, если значения параметров 

 и  изменятся незначительно, итоговый портфель 

не должен кардинально менять свою структуру. 

Фрост и Саварино [4] предлагают ограничивать 

веса для каждого актива в портфеле. Чопра [5] пред-

лагает использовать оценку Джеймса-Стейна для 

ожидаемых средних значений, в то время как Блэк 

и Литтерман используют Байесовскую оценку  и 

 (с учетом мнений экспертов). Также существуют 

методы выборов и сценариев, которые подробно 

описаны, например, в работе [6]. 

Принципы робастной оптимизации позволяют 

снизить влияние описанных проблем. Сначала не-

обходимо определить интервал возможных значений 

параметров  и . Интервал значений называется не-

определенным множеством этих параметров. Конеч-

ная задача будет решена для «наихудшего» случая. В 

итоге инвестор сможет увидеть уровень дохода порт-

феля при «наихудшем» развитии событий. Довольно 

часто в качестве критерия «наихудшего» случая ис-

пользуется показатель VaR (Value-at-Risk) [7]. Подоб-

ные подходы предложены в работах [8; 9; 10].

2. Математическая постановка задачи 

и краткое описание библиотеки SEDUMI

Для решения задачи построения оптимальных 

портфелей применяется метод Лагранжа или тео-

рема Куна-Таккера (при наличии ограничений). 

При решении робастной оптимизационной задачи 

для «наихудшего» случая из неопределенного мно-

жества использование этих методов неэффективно. 

Вместо этого задачу можно свести к классу задач 

SOCP (Second Order Cone Problem): 

           , (1)

где ⋅  – Евклидова норма. Так, для вектора u, ,

f, x и c – n-мерные векторы. Всего N ограничений. 

SOCP – класс задач, который находится между ли-

нейным программированием (LP – Linear Programming)

и полуопределенным программированием (SDP – 

SemiDefinite Programming) [8].

Для проведения экспериментов была использова-

на библиотека SEDUMI. Эта библиотека является 

дополнением к комплексу MATLAB для решения 

оптимизационных задач с линейными, квадратич-

ными и полуопределенными ограничениями. Би-

блиотека SEDUMI разработана Йосефом Штурмом 

из Тильбургского университета в Нидерландах. С 

конца 2004 года её развитием и продвижением за-

нимается лаборатория оптимизации канадского 

университета Макмастер. Библиотека позволяет 

использовать комплекснозначные переменные. С 

применением SEDUMI оптимизационные задачи 

большой размерности можно решать эффективнее, 

чем при использовании аналогов (CSDP, SDPLIB). 

Под эффективность решения понимается скорость 

нахождения и точность решения.

В настоящей работе для придания моделям свой-

ства робастности был использован метод оптими-

зации наихудшего случая, а также введен контроль 

риска потери капитала посредством определения 

VaR-ограничений и ограничений на структуру ин-

вестиционного портфеля. Схема формирования 

неопределенных множеств S
m
 и S

v 
 для доходностей 

и ковариаций следующая:

Здесь  – нижние и верхние 

границы значения параметров 
 

;  – нижние 

и верхние границы значения параметров . Значе-

ния из полученных неопределенных множеств бу-

дут использоваться при определении наихудших и 

наилучших значений риска и доходности. Для по-

лучения робастной постановки задачи, необходимо 

сформированную задачу оптимизации наихудшего 

случая привести к SOCP-виду.

3. Робастная модель Марковица

До недавнего времени современная портфельная 

теория, сформированная Г. Марковицем в 1952 году, 

оставалась чуть ли не единственным количествен-

ным методом решения задачи портфельного анали-

за. Основная идея этой теории состоит в следующем. 

Пусть имеются n активов, из которых инвестор может 

сформировать портфель. Капитал распределяется 

между активами долями x
i 
,

 
0

 
≤

 
x

i  
≤1. Активы характе-

ризируются эффективностями R
i
, которые являются 

случайными величинами с известными математиче-

скими ожиданиями MR
i 
=

 
 и матрицей ковариаций .

 – коэффициент неприятия риска [11]. I – вектор-

строка, состоящая из единиц. Модель Марковица 

формулируется следующим образом:
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Хотя модель Гарри Марковица может показаться 

привлекательной и вполне обоснованной с теоре-

тической точки зрения, при её практическом ис-

пользовании возникает ряд проблем. Некоторые 

проблемы, с примерами на российском рынке, 

описаны в [1; 11]. Составим робастную модель, 

предварительно выполнив ряд преобразований: 

В итоге робастная задача примет вид:

   (5)

4. Робастная модель Телсера

Главное отличие и преимущество модели Телсера [8], 

в отличие от классической постановки задачи выбора 

оптимального портфеля, заключается в контроле риска 

потери капитала с использованием показателя VaR :

Рассмотрим вывод формулы VaR, предложен-

ный автором модели. Так, значение VaR уровня     

 определяется как:

Совершив ряд преобразований, получим:

где R
p
 – доходность портфеля,  – средняя доход-

ность портфеля,  – риск портфеля (среднеквадра-

тическое отклонение),  – квантиль стандартного 

нормального распределения порядка . При этом 

полагается, что доходность портфеля имеет распре-

деление, близкое к «нормальному». Так, VaR уров-

ня 95% (т.е. при 
 
=

 
0.05) будет определяться как 

.

Эта модель наследует главный недостаток клас-

сического подхода – сильную неустойчивость к 

входным параметрам. Составим робастную модель 

согласно представленным выше определениям и 

предпосылкам:

В итоге робастная задача примет вид:
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5. Робастная модель Блэка-Литтермана

Модель Блэка-Литтермана была впервые опубли-

кована Фишером Блэком и Робертом Литтерманом 

из Голдман Сакс [2]. Основой теории является 

«равновесный подход». Равновесные доходности 

вычисляются по формуле:

                                    , (11)

где П – вектор равновесной доходности;  – ко-

эффициент неприятия риска;  – матрица кова-

риации исторических доходностей;  – вектор 

рыночной капитализации каждого из активов от-

носительно суммы капитализации активов в порт-

феле. Коэффициент  характеризует готовность 

инвестора жертвовать величиной ожидаемой до-

ходности портфеля ради снижения его риска:

                                 (12)

где Е(r) – ожидаемая доходность рынка, r
f
 – безри-

сковая ставка процента,  – дисперсия 

рыночного портфеля. Рассмотрим формулу Блэка-

Литтермана для апостериорного вектора доходно-

сти. Она является ключевым моментом перед рас-

четом итогового портфеля. Пусть К – количество 

субъективных мнений, N – количество активов. 

     (13)

Здесь  – новый (апостериорный) смешанный 

вектор доходности (N
 


 
1);  – масштабирующий 

фактор;  – матрица ковариации доходности с раз-

мерностью (N
 
N); P – матрица размерности (K

 
N), 

которая идентифицирует активы, насчет которых 

у инвестора есть субъективное мнение;  – диаго-

нальная матрица ковариации с уровнями доверия 

для каждого субъективного мнения, (K
 
K); П – 

вектор равновесной доходности, (N
 


 
1); Q – вектор 

субъективных взглядов, (K
 
1).

Неопределенность субъективных взглядов отра-

жается в векторе ошибок , элементы которого нор-

мально распределены со средней 0 и матрицей 
 
. 

Таким образом, итоговые значения субъективных 

мнений имеет вид  .

                          (14)

Вариации  элементов вектора ошибок  фор-

мируют диагональную матрицу ковариаций  и 

демонстрируют меру неопределенности субъектив-

ных взглядов. Матрица является диагональной, так 

как по предпосылкам модели субъективные мне-

ния независимы друг от друга:

                          (15)

Существует несколько методик определения эле-

ментов матрицы  [2; 10]. Значения доходностей по 

субъективным взглядам, находящиеся в векторе-

столбце Q, вводятся в модель посредством матрицы 

P. Влияние каждого субъективного мнения отража-

ется в векторе-строке размерностью 1
 
N. Так, для K 

взглядов получаем матрицу P размерностью  K 
N: 

                      (16)

Итоговая формула выглядит следующим образом:

                                (17)

Составим робастную модель. В данном случае, из-

за особенностей формирования вектора оценки буду-

щих доходностей, использование предыдущих схем 

неприемлемо. Для придания робастности введем 

ограничения на структуру портфеля, а также ограни-

чения по VaR для контроля риска потери капитала:

                  (18)

Здесь s – приемлемый уровень риска, задаваемый 

пользователем модели. Y – доходность портфеля. 

Матрица A и вектор b необходимы для наложения 

ограничений на структуру портфеля. Предвари-

тельно проведем ряд преобразований для показате-

ля VaR, согласно методу, предложенному в [12]:
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где F
X
 – гауссовская функция распределения, 

 – вектор доходностей активов,  – допустимый 

уровень VaR для портфеля,  – доверительный уро-

вень и, как уже отмечалось раньше, в наших экс-

периментах этот показатель принимал значение 
 
=

 

0.95. Подобный подход использован в [13]. В итоге, 

робастная задача примет следующий вид:

      (20)

В наших экспериментах, в зависимости от тре-

буемого уровня риска, значение  варьировалось от 

0.05 до 0.3. Другими словами, допустимые моделью 

предельные потери устанавливались от 5 до 30% от 

стоимости портфеля.

6. Анализ результатов

Доходность является одним из важнейших показате-

лей эффективности управления портфелем, свидетель-

ствующим об эффективности управления. Но нельзя, 

используя только доходность, судить о качестве управ-

ленческой стратегии. Помимо доходности есть и обрат-

ная сторона – риск, пренебрежение им в оценке эффек-

тивности может исказить реальное положение вещей. 

В настоящей работе для оценки эффективности инве-

стиционного портфеля использовалcя коэффициент 

Шарпа (Sharpe Ratio) [11]. Этот показатель по-другому 

называют коэффициент «доходность-разброс» (reward-

to-variability ratio) и обозначают как RVAR:

                               (21)

где r
p
 – средняя доходность портфеля за рас-

сматриваемый промежуток времени, r
f 
 – среднее 

значение безрисковой ставки,  – стандартное от-

клонение доходности портфеля (общий риск). В ка-

честве безрисковой ставки использовалась доход-

ность государственных облигаций. Всего в рамках 

работы было проведено несколько экспериментов. 

Временной промежуток: 01.07.2010 – 01.05.2011. При 

проведении экспериментов построения оптимальных 
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Ри с. 2. Риски и доходности портфелей при боковом тренде.
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портфелей по описанным моделям использовались 

данные о дневных котировках акций следующих ком-

паний, акции которых торгуются на ММВБ (табл. 1).

Таблица 1.

Пр едприятия, данные о котировках которых 

использовались при проведении экспериментов

№ Предприятие
Капитализация 
(млрд. руб.)

Количество акций

1 Татнефть 416.57 2 178 690 700

2 Газпром 5 627.19 23 673 512 900

3 Ростелеком 124.97 728 696 320

4 ВТБ 1 049.19 10 460 541 337 338

5 Лукойл 1 752.08 850 563 255

6 Полюс-Золото 321.40 190 627 747

7 Уралсиб 78.30 292 575 808 568

8 МТС 519.06 1 993 326 138

9 Сбербанк 2 340.67 21 586 948 000

 Эксперименты проводились на российском рынке 

при растущем, боковом и понижающемся трендах. 

Рассмотрим результаты экспериментов при боко-

вом тренде. Видно, что для всех моделей при уве-

личении риска увеличивается доходность (рис. 1, 2).

У робастных моделей наблюдается более высокая 

доходность при примерно тех же уровнях риска. 

Следовательно, качество моделей повышается.

Опишем результаты аналогичных экспериментов 

на российском рынке при растущем тренде. Для 

всех моделей при увеличении риска увеличивалась 

доходность. В случае растущего тренда, при стан-

дартной и робастной постановках задачи, наблюда-

Р ис. 1. Риски и доходности портфелей при боковом тренде.
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лась высокая доходность портфелей. Качество ро-

бастных моделей немного выше качества моделей в 

стандартной постановке (рис. 3, 4).

Еще раз можно заметить, что доминирует модель 

Блэка-Литтермана, в то время как классическая mean-

variance модель и модель Телсера ведут себя примерно 

одинаково. Это зависит от нескольких причин. Во-

первых, были использованы прогнозы от аналитиче-

ских ведомств с адекватной прогнозной способностью 

[14]. Во-вторых, при робастной постановке задачи 

вводились дополнительные ограничения на структуру 

портфеля, которые позволили сохранить уровень ди-

версификации при более высоких рисках.

Обратим внимание на случай, когда рынок, во-

преки всем прогнозам, сменил тренд на нисходя-

щий. Такие ситуации характерны при появлении 

резких негативных новостей в сфере экономики 

или политики. Ниже показано, как повели себя мо-

дели при подобной ситуации (рис. 5, 6). Можно за-

метить, что модели в робастной постановке во вре-

мя просадок показывают лучшие результаты.

Теперь перейдем к рассмотрению качества порт-

фелей по критерию риск-доходность. Обратим вни-

мание на поведение коэффициента Шарпа при раз-

личных уровнях риска. Ниже отображены значения 

коэффициента Шарпа при боковом тренде (рис. 7). 

Аналогично были рассчитаны коэффициенты 

Шарпа при растущем тренде для различных уров-

ней риска (рис. 8).

Такие же расчеты были проведены и для случая 

резкой смены тренда на негативный (рис. 9). В дан-

ном случае результат похож на результат экспери-

мента при растущем тренде.

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ И АЛГОРИТМЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ БИЗНЕС-ИНФОРМАТИКИ

БОКОВОЙ ТРЕНД

Рис.  4. Риски и доходности портфелей при растущем тренде.

Рис. 5. Риски и доходности портфелей при падающем тренде.

Доходность

50%

40%

30%

20%

10%

0%
0,15                  0,25                   0,35                   0,45                  0,55

Риск

РОБАСТНАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ (РАСТУЩИЙ ТРЕНД)

 Mean-Variance модель   Модель Телснера   Модель Блэка-Литтермана

Рис . 3. Риски и доходности портфелей при растущем тренде.
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Рис. 7.  Оценка качества портфеля при боковом тренде.

Рис. 8.  Оценка качества портфеля при растущем тренде
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7. Заключение

Из результатов экспериментов можно сделать 

вполне ожидаемый вывод о том, что при позитивных 

растущих тенденциях на рынке, качество инвестици-

онного портфеля (совокупность риска и доходности) 

кардинально от структуры портфеля не зависит. В 

периоды неопределенности (боковой тренд, пере-

лом тренда, интервенции) структура портфеля игра-

ет решающую роль. В подобные периоды именно от 

структуры портфеля будет зависеть его качество. Эти 

выводы характерны для моделей в стандартной и ро-

бастной постановках. Робастные модели обладают 

лучшим качеством по сравнению с моделями в стан-

дартной постановке на всех участках тренда (рис. 1-6).

Итак, в рамках представленного исследования, ро-

бастной оптимизации были подвергнуты следующие 

модели: классическая mean-variance модель, модель 

Блэка-Литтермана, модель Телсера. Приведен срав-

нительный анализ эффективности моделей до ро-

бастной оптимизации и после. Оценены сильные и 

слабые стороны разных подходов. О целесообразно-

сти использования метода робастной оптимизации 

говорит тот факт, что качество портфелей увели-

чилось до 5-21% в зависимости от участков тренда, 

выбранной модели и значения выбранного риска. 

Для оценки качества инвестиционных портфелей 

использовались коэффициенты, отражающие без-

рисковую ставку, риск и доходность портфелей. 
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Рис. 9. Оценка качества портфеля при падающем тренде.
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