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Аннотация

Для решения задачи сравнительного анализа эффективности работы филиалов по 
небольшому объему наблюдений случайной природы актуальным является непараметрический 
подход, не требующей вероятностной модели наблюдений. Актуальной также является 
задача сравнения результатов непараметрического подхода с результатами, полученными 
в рамках традиционно применяемой Гауссовской модели. Кроме того, актуальной является 
проблема получения непротиворечивого сравнения группы (не менее трех) филиалов. В 
настоящее время непараметрический подход и соответствующее сравнение с известными 
результатами решения рассматриваемой в настоящей работе задачи, полученного в рамках 
нормальной модели, отсутствуют. Кроме того, поиску методов получения непротиворечивых 
решений уделяется недостаточно внимания. Настоящая работа в определенном степени 
закрывает эти пробелы. Для решения этих задач в настоящей работе используются методы 
непараметрической статистики и теории одновременной проверки многих гипотез. В 
работе предлагается процедура сравнительного анализа эффективности работы нескольких 
подразделений сетевой организации по небольшому объему наблюдений, основанная на 
тестах Манна–Уитни. Проводится сравнение результатов предлагаемой непараметрической 
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Введение

Различные аспекты проблемы сравнения 
эффективности деятельности организаций 
обсуждаются во многих работах, например 

[1–3]. При этом, как правило, сравнения прово-
дятся по многим показателям. Очевидно, успех 
таких сравнений зависит от того, насколько адек-
ватно и качественно удается провести сравнения по 
отдельным показателям, особенно если они имеют 
случайную природу. В этом последнем случае обще-
принятым является применение методов математи-
ческой статистики. Такие методы делятся на:

 ♦ параметрические, которые основаны на кон-
кретной вероятностной модели анализируемых 
показателей. При этом в качестве вероятностной 
модели чаще всего используется нормальное рас-
пределение [4, 5], 

 ♦ непараметрические, свободные от детальной 
вероятностной модели, а иногда и от предполо-
жения о случайном характере анализируемых 
данных [3, 6–9]. 
Многие задачи, в том числе и задача настоящей 

работы, могут быть рассмотрены в рамках обоих 
подходов. В этом случае возникает необходимость 
сравнения выводов процедур, опирающихся на па-
раметрическую модель, с выводами непараметриче-
ских процедур. Такое сравнение является одной из 
целей настоящей работы.

Известно много результатов сравнения параме-
трических и непараметрических тестов проверки 
гипотезы против альтернативы. При конечном объ-
еме наблюдений такое сравнение проводится на ос-
нове анализа функции мощности тестов, опреде-

ляемой вероятностью отвержения гипотезы. При 
неограниченном объеме наблюдений сравнение те-
стов проверки гипотезы против альтернативы осно-
вано на вычислении показателей асимптотической 
эффективности [10]. Специфика рассматриваемой 
в настоящей работе задачи заключается в необходи-
мости выбора одного из многих решений по неболь-
шому объему наблюдений. 

В настоящей работе предлагается процедура срав-
нительного анализа эффективности деятельности 
подразделений сетевой организации. Результаты 
применения такой процедуры могут быть использо-
ваны для принятия обоснованных управленческих 
решений руководством сетевой организации. При 
этом под эффективностью деятельности подразде-
ления понимается отношение числа продаж опре-
деленного товара (например, числа автомобилей) 
к числу потенциальных покупателей. Под сетевой 
организацией понимается совокупность подразде-
лений, работающих по общей схеме. Примерами та-
ких организаций являются сеть филиалов крупной 
автомобильной компании или сеть магазинов «Пя-
терочка» и т.д. 

В настоящей работе в качестве иллюстративного 
примера рассматривается задача поддержки управ-
ленческих решений руководством сети филиалов 
крупного университета. На подготовительные кур-
сы таких филиалов принимаются все желающие. 
Естественной характеристикой эффективности ра-
боты персонала таких филиалов является отноше-
ние числа слушателей подготовительных курсов к 
числу потенциальных абитуриентов. Информация 
о сравнительной эффективности является основой 
для принятия стратегических решений по разви-
тию сети филиалов.

процедуры с результатами, основанными на обобщениях тестов Стьюдента. Предлагается 
способ уменьшения числа возникающих проблем несовместимости, основанный на поиске 
подходящего уровня значимости. Приводится пример полностью непротиворечивого 
сравнения эффективности работы филиалов. 
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Сетевую организацию удобно представить в виде 
графа. Вершины этого графа соответствуют под-
разделениям. Специфика рассматриваемого нами 
графа заключается в том, что в нем могут быть как 
направленные, так и ненаправленные ребра. Нена-
правленное ребро между вершинами i, j добавляет-
ся в граф тогда и только тогда, когда принимается 
решение, что i-ое и j-ое подразделения работают 
одинаково эффективно. Направленное ребро от 
вершины i к вершине j добавляется в граф тогда 
и только тогда, когда принимается решение, что 
i-ое подразделение работает более эффективно, 
чем j-ое. Заметим, что обычно в графах использу-
ются либо только направленные, либо только не-
направленные ребра [11–15]. Мы будем пользо-
ваться и теми, и другими просто потому, что они 
лучше позволяют подчеркнуть некоторые структу-
ры анализируемого графа, которые характеризуют 
специфику анализируемой сетевой организации. 
К числу таких структур мы будем относить клики 
[16] (совокупность вершин, любые две из которых 
соединены ненаправленным ребром), которые ха-
рактеризуют совокупность подразделений, отно-
сительно которых принимается решение о том, 
что они работают одинаково эффективно. В даль-
нейшем такие клики мы будем называть класса-
ми эквивалентности. Другим примером структуры 
является полный подграф только с направленны-
ми ребрами. Такую структуру мы будем называть 
структурой упорядочения или доминирования.

Во многих задачах, в частности, в анализируемом 
нами примере, число продаж естественно рассма-
тривать как случайную величину. При этом анализ 
реальных данных, особенно когда их мало, может 
приводить к появлению противоречивых выводов. 
В этом случае соответствующий граф содержит не-
которые логически противоречивые структуры, на-
пример подграфы из трех вершин, два ребра между 
которыми ненаправленные, а одно – направлен-
ное. Такого типа проблема возникала в [17] при об-
суждении задачи проверки гипотез однородности 
не менее трех совокупностей и называлась пробле-
мой несовместимости. Прикладные задачи, в кото-
рых возникает проблема несовместимости (пробле-
ма непротиворечивого объединения результатов 
сравнения эффективности пар подразделений), 
рассматривались в работах [4, 5] в рамках нормаль-
ной модели. Решение проблемы несовместимости 
было основано на введении дополнительного пара-
метра ∆ и переходе к задачам сравнения эффектив-
ности двух подразделений с точностью ∆. При этом 

если эффективности подразделений i, j отличались 
меньше, чем на ∆, то принималось решение, что их 
эффективность одинакова (с точностью ∆). Такой 
прием позволяет решить проблему несовместимо-
сти, но приводит к дополнительной проблеме вы-
бора ∆. Другая цель настоящей работы заключается 
в поиске способов решения проблемы несовмести-
мости без введения вспомогательного параметра ∆.

В настоящей работе, в отличии от [4, 5], пред-
положение о нормальном распределении чис-
ла продаж не используется. Попарное сравнение 
эффективности двух подразделений основано на 
применении тестов Манна–Уитни. Процедура 
сравнительного анализа подразделений по эффек-
тивности основана на комбинировании непараме-
трических тестов попарного сравнения двух под-
разделений. При этом используется графическое 
представление, которое оказывается удобным для 
визуализации возникающих проблем несовмести-
мости. Предлагаемая непараметрическая проце-
дура применяется к анализу данных, приведенных 
в [4], и приводится пример, в котором проблему 
несовместимости удается решить за счет анализа 
p-значений и подходящего выбора уровней зна-
чимости тестов попарных сравнений. Проводится 
сравнение с результатами, полученными в рамках 
нормальной модели.

Статья организована следующим образом: в 
разделе 1 приведены основные обозначения и по-
становка задачи; в разделе 2 описана непараме-
трическая процедура сравнительного анализа под-
разделений по эффективности и ее графическое 
представление; в разделе 3 приводятся иллюстра-
тивный пример, пример решения проблемы несо-
вместимости и проводится сравнение с результата-
ми, полученными в [4].

1. Постановка задачи

Данные о числе продаж удобно представить в 
виде матрицы || xji ||, где || xji || – отношение числа про-
даж к числу потенциальных покупателей в подраз-
делении j в i-ый временной период, j = 1, …, N, где 
N – количество подразделений сетевой организа-
ции, i = 1, …, mj, где mj – количество анализируемых 
временных периодов работы j-ого подразделения. 
Будем считать, что наблюдения xji представляют 
собой значения случайных величин Xji, которые 
описывают отношение численности продаж к чис-
лу потенциальных покупателей в подразделении j 
во временной период i. Предположим, что все вре-
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менные периоды одинаковы, а случайные величи-
ны Xji независимы при всех j = 1, …, N; i = 1, …, mj 
и при фиксированном j одинаково распределены, 
как Xj. Пусть Fj(x) – функция распределения слу-
чайной величины Xj.

Задача, рассматриваемая в настоящей работе, за-
ключается в построении и применении для анали-
за конкретных данных статистической процедуры 
различения гипотез вида:

                    (1)

При этом гипотеза H1 означает, что эффектив-
ность всех подразделений одинакова, гипотеза H2 
означает, что подразделение 1 работает более эф-
фективно, чем остальные подразделения, эффек-
тивность которых одинакова, и т.д. Заметим, что 
соотношения (1) не описывают все возможные со-
отношения между функциями распределения Fj(x), 
j  = 1, …, N. Мы ограничиваемся рассмотрением 
только этих гипотез, так как нас интересует только 
наличие систематического сдвига, к которому мо-
жет приводить разная эффективность работы раз-
личных подразделений сетевой организации.

Как и в [4] будем использовать метод постро-
ения процедур со многими решениями, предло-
женный в [17]. Этот метод основан на сведении 
многоальтернативной задачи к совокупности со-
ответствующим образом подобранных двухаль-
тернативных порождающих задач. В нашем слу-
чае для различения (1) естественно рассматривать 
двухальтернативные задачи проверки гипотез 

.
При фиксированных i, j комбинация тестов φ

ij
, 

φji одновременной проверки гипотез hij и hji с нену-
левой вероятностью может приводить к логически 
несостоятельному (при данном x) решению об от-
вержении обеих гипотез, т.е. к проблеме несовме-
стимости. Как показано в [17], для исключения та-
кого противоречия достаточно потребовать, чтобы 
уровни значимости αij, αji тестов φij, φji удовлетворя-
ли условию αij + αji < 1. В этом случае комбинация 
тестов φij, φji приводит к совместной процедуре раз-
личения трех гипотез

                                     (2)

Однако объединение таких процедур с тремя 
решениями при различных i, j может привести к 
противоречию, а именно: с ненулевой вероятно-
стью может быть принято решение о том, что (на-
пример):

F1(x) = F2(x) и F2(x) = F3(x), но F1(x) ≠ F3(x).

Для исключения указанного противоречия в [4], 
следуя предложению [17], рассматривалась несколь-
ко измененная система порождающих гипотез. При 
этом исследования были ограничены случаем, когда 
Fi(x) представляет собой нормальное распределение. 
В обозначениях настоящей работы измененная си-
стема порождающих гипотез имеет вид:

При комбинировании тестов φ՛ij, φ՛ji одновремен-
ной проверки гипотез h՛ij, h՛ji получаем процедуру 
различения трех гипотез:

                             (3)

При этом проблема получения противоречивых 
выводов не возникает. Вместе с тем введение пара-
метра ∆ формально изменяет исходную задачу.

В настоящей работе параметр ∆ не вводится и 
предположение о нормальном распределении не 
делается. При этом один из интересных вопросов 
заключается в поиске вариантов непротиворечиво-
го объединения статистических правил с тремя ре-
шениями без введения параметра ∆. 

Заметим, что в настоящее время в интенсивно 
развивающейся теории одновременной проверки 
многих гипотез не делается акцент на необходимо-
сти решения проблемы несовместимости [18–21]. 
При этом начиная с работы [22] проблема несо-
вместимости рассматривается как слишком силь-
ное требование, накладываемое на процедуру од-
новременной проверки многих гипотез. В рамках 
теории одновременной проверки многих гипотез в 
основном изучаются подходы к построению проце-
дур, контролирующих вероятность хотя бы одной 
ошибки первого рода, доли ошибок первого рода и 
некоторые другие. В настоящей работе напротив, 
мы делаем акцент на решении проблемы несовме-
стимости, что позволяет провести адекватное срав-
нение с результатами, полученными в [4].
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2. Непараметрическая процедура  
сравнительного анализа  

и ее визуализация

2.1. Процедура с тремя решениями

Одна из наиболее эффективных непараметри-
ческих процедур различения гипотез (2) основа-
на на статистике Манна–Уитни [6, 9]. Статистика  
Манна–Уитни имеет вид:

                        
 (4)

где I(A) – индикатор события A.
При фиксированных i, j процедура с тремя реше-

ниями различения гипотез (2) в терминах p-значе-
ний может быть записана в виде

               

 (5)

где  — решение о принятии гипотезы  (k = 1, 2, 3);

 — соответствующие p-значения, а именно:

                 

 (6)

где α1, α3 – уровни значимости тестов проверки ги-
потез  и  соответственно.

При этом предполагается, что среди наблюда-
емых значений  и  нет равных. 
Необходимые корректировки в случае равных на-
блюдений можно внести, опираясь на методику, 
изложенную в [9].

Таблицы распределения статистики (4) при ма-
лых mi, mj приведены в [9]. При больших mi, mj мож-
но использовать нормальное распределение 

которое рекомендуется использовать при
                               min(mi, mj) > 50 [9].

Из (6) очевидно, что при фиксированных i, j 
справедливо  +  = 1. Поэтому для примене-
ния процедуры с тремя решениями (5) достаточно  
информации о минимальном p-значении:

                              pij  = min( ,  ). (7)

2.2. Процедура со многими решениями  
и ее графическое представление

Процедуру различения гипотез (1) будем полу-
чать комбинированием процедур (5).

Такая процедура может быть записана в виде:

             (8)

Через fi , i  = 1, …, N обозначим эффективность 
работы i-го подразделения. В рассматриваемой за-
даче между эффективностями работы подразделе-
ний сетевой организации (f1, ..., fN) возможны два 
типа отношений (доминирование или эквивалент-
ность). Запись fi >  fj означает, что i-ое подразделе-
ние работает более эффективно (доминирует), чем 
j-ое подразделение. Запись fi =  fj означает, что i-ое 
и j-ое подразделения работают одинаково эффек-
тивно (эквивалентность). Для наглядного анализа 
результатов применения процедуры (8) воспользу-
емся методикой, предложенной в [23–25]. 

При данном векторе (f1, ..., fN) введем матрицу D 
с элементами 

и матрицу B с элементами

Легко показать [24], что матрица B связана с ма-
трицей D соотношением

D = B – B 
T ,

где B 
T – транспонированная матрица B.

Соотношения, описываемые матрицей B, удоб-
нее интерпретировать, если строки и столбцы ма-
трицы B переставлены таким образом, чтобы по-
лучить верхнюю треугольную форму (т.е. собрать 
по возможности все единицы над главной диаго-
налью матрицы B). Для получения верхней треу-
гольной формы матрицы B можно упорядочить по 
убыванию строки (и столбцы) матрицы D по сум-
мам элементов строк. Заменив элементы –1 полу-
ченной матрицы на 0, получим матрицу B, наибо-
лее согласованную с верхней треугольной формой. 
Матрица B, наиболее согласованная с верхней тре-
угольной формой, позволяет выделить так называ-
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емые «классы эквивалентности» («undifferentiated 
classes» [25]). Термин «класс эквивалентности» бу-
дет использоваться для обозначения наибольше-
го множества подразделений, эффективности ра-
боты которых значимо неотличимы друг от друга. 
Термин «наибольший» означает, что для любого 
подразделения i, которое не принадлежит данно-
му классу эквивалентности, существует по край-
ней мере одно подразделение j из этого класса, та-
кое что эффективности работы подразделений i и j 
значимо различимы. Матрица B, наиболее согласо-
ванная с верхней треугольной формой, показывает 
классы эквивалентности, как квадратные подма-
трицы, симметричные относительно главной диа-
гонали, все элементы которых равны 0.

Очевидно, что пересекающиеся классы эквива-
лентности, получающиеся при применении про-
цедуры δ, означают существование проблемы 
несовместимости. Матрицу D удобно визуализиро-
вать в виде графа G = (V, E), где V = {1, 2, …, N} –  
множество вершин графа, E = {eij} – множество ре-
бер графа. Если элемент dij  матрицы D равен 1, то 
в граф G добавляется направленное ребро от вер-
шины i к вершине j. При этом вершина i домини-
рует вершину j. В [11] вершина i называется роди-
телем вершины j, а вершина j – ребенком вершины 
i. Если вершина i соединена направленным путем 
длины больше 1 с некоторой вершиной k, то вер-
шина i называется предком вершины k, а вершина 
k – потомком вершины i. Если элемент dij  матри-

цы D равен 0, то в граф G добавляется ненаправ-
ленное ребро между вершинами i и j. Если элемент  
dij = –1 , то, так как dij = –dji, граф G уже содержит 
направленное ребро от вершины j к вершине i. При 
этом очевидно, что все вершины этого графа, соот-
ветствующие подразделениям из некоторого клас-
са эквивалентности, соединены между собой не-
направленными ребрами и поэтому представляют 
собой клики графа G. Ниже мы будем отдельно 
изображать подграфы только с направленными ре-
брами и только с ненаправленными ребрами.

Заметим, что предлагаемое представление бу-
дет явно отображать существование проблем не-
совместимости полученных выводов, в случае их 
наличия. Очевидно, что если в представлении раз-
личные классы эквивалентности содержат одина-
ковые вершины, то проблема несовместимости 
имеет место.

3. Иллюстративный пример

Рассмотрим задачу сравнительного анализа эф-
фективностей работы филиалов университета, ко-
торая была кратко описана во введении. Обозна-
чим 1f – первый филиал университета, 2f – второй 
филиал университета и т.д. Данные для анализа за-
имствованы из [4] и приведены в таблице 1.

Минимальные p-значения (7) тестов (5) приве-
дены в таблице 2.

Таблица 1.
Данные о числе слушателей  

подготовительных курсов в различных филиалах

1f 2f 3f 4f 5f 6f 7f 8f

103 131 187 154

92 212 262 92 151 99 235

122 197 376 129 164 268 338 77

48 143 283 146 141 217 239 63

86 95 231 125 140 231 187 59

89 70 203 127 173 175 123 78

147 92 276 183 141 137 139 82

134 95 258 213 187 242 185 28

Количество потенциальных абитуриентов в i-ом филиале

6390 7090 28900 6320 6320 11130 4660 2530
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3.1. Построение классов  
эквивалентности

Рассмотрим прежде всего традиционный уро-
вень значимости αij = 0,05,   i, j = 1, ..., 8. Матрица 
D0,05 приведена в таблице 3.

Таблица 3.
Матрица D0,05

1f 2f 3f 4f 5f 6f 7f 8f

1f – 0 1 –1 –1 0 –1 –1 –3

2f 0 – 1 0 –1 0 –1 0 –1

3f –1 –1 – –1 –1 –1 –1 –1 –7

4f 1 0 1 – 0 0 –1 0 1

5f 1 1 1 0 – 1 –1 0 3

6f 0 0 1 0 –1 – –1 –1 –2

7f 1 1 1 1 1 1 – 1 7

8f 1 0 1 0 0 1 –1 – 2

Таблица 2.
Минимальные p-значения

1f 2f 3f 4f 5f 6f 7f

2f
0,4392  

3f
0,0023 0,0103

4f
0,0364 0,0652 0,0001

5f
0,0006 0,0469 0,0002 0,1678

6f
0,3063 0,4775 0,0070 0,0760 0,0020

7f
0,0002 0,0011 0,0002 0,0200 0,0012 0,0003

8f
0,0147 0,0539 0,0007 0,1725 0,1830 0,0256 0,0175

Рис. 1. Графическое представление матрицы D0,05.

Графическое представление матрицы D0,05 пока-
зано на рисунке 1.

Матрица B0,05, полученная из матрицы D0,05, при-
веденная к верхней треугольной форме, показана в 
таблице 4. 

8f

7f

1f 2f

3f

4f

5f6f
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Таблица 4.
Матрица B0,05,  

приведенная к верхней треугольной форме

7f 5f 8f 4f 2f 6f 1f 3f

7f – 1 1 1 1 1 1 1

5f – 0 0 1 1 1 1

8f – 0 0 1 1 1

4f – 0 0 1 1

2f – 0 0 1

6f – 0 1

1f – 1

3f –

Графическое представление матрицы B0,05, при-
веденной к верхней треугольной форме, показано 
на рисунке 2.

Рис. 2. Графическое представление матрицы B0,05,  
приведенной к верхней треугольной форме.  

Номер филиала обозначен цифрой.

Таблица 5.
Матрица D0,1

1f 2f 3f 4f 5f 6f 7f 8f

1f – 0 1 –1 –1 0 –1 –1 –3

2f 0 – 1 –1 –1 0 –1 –1 –3

3f –1 –1 – –1 –1 –1 –1 –1 –7

4f 1 1 1 – 0 1 –1 0 3

5f 1 1 1 0 – 1 –1 0 3

6f 0 0 1 –1 –1 – –1 –1 –3

7f 1 1 1 1 1 1 – 1 7

8f 1 1 1 0 0 1 –1 – 3

Графическое представление матрицы D0,1 пока-
зано на рисунке 3. 

Рис. 3. Графическое представление матрицы D0,1.  
Номер филиала обозначен цифрой.

Таблица 6.
Матрица B0,1,  

приведенная к верхней треугольной форме

7f 5f 8f 4f 2f 6f 1f 3f

7f – 1 1 1 1 1 1 1

5f – 0 0 1 1 1 1

8f – 0 1 1 1 1

4f – 1 1 1 1

2f – 0 0 1

6f – 0 1

1f – 1

3f –

Матрица B0,1, полученная из матрицы D0,1, при-
веденная к верхней треугольной форме, показана в 
таблице 6.

На рис. 2 легко видеть, что в данном графе шесть 
клик: {7}, {4, 5, 8}, {2, 4, 8}, {2, 4, 6}, {2, 6, 1}, {3}. 
Отметим, что эти клики имеют общие вершины, 
например, вершина 4 принадлежит трем кликам. 
Это свидетельствует о существовании проблемы 
несовместимости. Таким образом, при αij = 0,05,  

 i, j = 1, ..., 8 непересекающиеся классы эквива-
лентности не выделяются. 

Хорошо известно, что строгих правил выбора 
уровня значимости α не существует. Возможный 
способ уменьшения числа возникающих проблем 
несовместимости может быть основан на изме-
нении уровня значимости α. Анализ p-значений, 
приведенных в таблице 2, подсказывает целесоо-
бразность построения и изучения графических мо-
делей при выборе αij,  i, j = 1, ..., 8 из интервала 
(  =0,076;  =0,1678). Для определенности вы-
берем αij = 0,1,  i, j = 1, ..., 8. Матрица D0,1 приведе-
на в таблице 5.
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Графическое представление матрицы B0,1, приве-
денной к верхней треугольной форме, показано на 
рисунке 4.

{4f, 5f, 8f} принадлежат одному классу эквивалент-
ности, отсутствие таких путей приводит к логиче-
ским противоречиям. Подчеркнем, что при α = 0,1 
полное упорядочение имеет место (см. рис. 6) и ло-
гические противоречия не возникают.

На рисунке 4 легко видеть, что в данном графе 
четыре клики {7}, {4, 5, 8}, {2, 6, 1}, {3} причем эти 
клики не имеют общих вершин. Это свидетельству-
ет о том, что при αij = 0,1,  i, j = 1, ..., 8 проблема 
несовместимости не возникает, т.е. классы эквива-
лентности не пересекаются.

3.2. Построение структур упорядочения

Графическое представление матрицы D0,05 пока-
зывает структуру упорядочения филиалов по эф-
фективности их работы, приведенную на рисунке 5. 

Рис. 4. Графическое представление матрицы B0,1,  
приведенной к верхней треугольной форме.  

Номер филиала обозначен цифрой.

Рис. 5. Непараметрическое упорядочение  = 0,05.  
Номер филиала обозначен цифрой.

Показаны только связи доминирования, свя-
зи эквивалентности и связи между предками и по-
томками не показаны. В частности, не проведено 
направленное ребро между вершинами 7 и 3, т.к. 
существует направленный путь 7  4  1  3 от 
предка 7f к потомку 3f, означающий строгое упо-
рядочение: 7f эффективнее 4f, 4f эффективнее 1f, 1f 
эффективнее 3f. Заметим, что в данном графе нет 
направленных путей 7  4  2  3; 7  4  6  3;  
7  8  2  3. Это свидетельствует об отсутствии 
полного упорядочения между эффективностя-
ми работы филиалов при α = 0,05. Учитывая, что  

3.3. Сравнение

На рисунке 7 показаны графы, построенные по 
результатам сравнения эффективностей работы 
филиалов как в предположении нормального рас-
пределения изучаемых случайных величин [4], так 
и в непараметрической постановке. 

Рис. 6. Непараметрическое упорядочение  =0,1.  
Номер филиала обозначен цифрой.

Рис. 7. Параметрическое (слева),  
непараметрическое (справа) упорядочения при  = 0,05.  

Номер филиала обозначен цифрой.

Графы упорядочения, представленные на рисун-
ке 7, отличаются тремя ребрами, а именно: ребро 
(4, 6) присутствует при параметрическом упорядо-
чении, и отсутствует при непараметрическом упо-
рядочении; ребра (8, 1); (8, 6) присутствует при не-
параметрическом упорядочении, и отсутствует при 
параметрическом упорядочении.

Линейное упорядочение, построенное по схеме, 
предложенной в [4], соответствующее непараметри-
ческому упорядочению (рис. 7, справа), имеет вид:

    f3 <  f1   f6   f2   f4  f8   f5 < f7  с точностью ∆. (9)

Получение такого линейного упорядочения, 
формально предложенного в [4] в несколько иной 
постановке (упорядочение с точностью ), осно-

2

1

3

5

4

68 7 57 2

4 1

68

3

57 2

4 1

68

3

18

131315 1717

14

18

15

14

16

12

11

12

11

16



БИЗНЕС-ИНФОРМАТИКА            Т. 18            № 1         2024 61

вано на анализе числа направленных связей, вы-
ходящих из конкретной вершины или входящих в 
конкретную вершину. А именно, так как вершины  
4, 5, 8 (рис. 7, справа) не соединяются направлен-
ными ребрами, то на первый взгляд кажется, что 
может быть вынесено решение f4 = f8 = f5 с точ-
ностью ∆. Однако, так как вершина 4 доминиру-
ет только одну вершину 1 (из вершины 4 выходит 
одно направленное ребро), вершина 8 доминирует 
две вершины 1 и 6 (из вершины 8 выходит два на-
правленных ребра), и вершина 5 доминирует три 
вершины 1, 2, 6 (из вершины 5 выходит три на-
правленных ребра), то выносится решение f4  f8  f5  
с точностью ∆. Запись f4   f8 с точностью ∆ означа-
ет, что f4 + ∆ <  f8 или |f4 – f8 |< ∆ . Аналогично, так 
как вершины 1, 2, 6 (рис. 7, справа) не соединяются  
направленными ребрами, то на первый взгляд  
кажется, что может быть вынесено решение f1 = f2 = f6  
с точностью ∆. Однако, так как вершина 1 – пото-
мок всех вершин 4, 5, 8 (в вершину 1 входит три на-
правленных ребра), вершина 6 – потомок двух вер-
шин 5 и 8 (в вершину 6 входит два направленных 
ребра), вершина 2 – потомок одной вершины 5 (в 
вершину 2 входит одно направленное ребро), то 
выносится решение f1  f6  f2 с точностью ∆.

Линейное упорядочение, полученное в [4] име-
ет вид:

    f3 <  f1 = f6   f2   f8   f4   f5   f7  с точностью ∆. (10)

Упорядочения (9) и (10) отличаются очень не-
значительно. В самом деле, крайние элементы упо-
рядочений совпадают, изменился знак f1   f6 по 
сравнению со знаком f1 = f6, и нестрогое упорядоче-
ние f4   f8 изменилось на упорядочение f8   f4. Но в 
обоих случаях значимого различия эффективности 
работы филиалов f8 и  f4  не обнаружено. Это кос-
венно свидетельствует о приемлемости нормаль-
ной модели, предложенной в [4].

Классы эквивалентности, представленные на 
рисунке 8, отличаются тремя ребрами, а именно: 
ребро (4, 6) присутствует при непараметрическом 
построении классов эквивалентности, и отсутству-
ет при параметрическом построении; ребра (8, 1); 
(8, 6) присутствует при параметрическом постро-

ении классов эквивалентности, и отсутствует при 
непараметрическом построении. Это вполне согла-
суется со сравнением структур упорядочения (см. 
рис. 7).

Заключение

В работе построена непараметрическая процеду-
ра сравнительного анализа эффективности работы 
нескольких подразделений сетевой организации по 
небольшому объему наблюдений. Приведен пример 
применения предлагаемого подхода к сравнительно-
му анализу эффективностей работы филиалов ВУЗа. 
Выполнено сравнение результатов сравнительно-
го анализа, полученных предлагаемой непараме-
трической процедурой с результатами, полученны-
ми в рамках нормальной модели [4]. Показано, что 
результаты непараметрического упорядочения без 
введения дополнительного параметра неопределен-
ности ∆ и результаты упорядочения, полученные в 
рамках нормальной модели с введением ∆, достаточ-
но близки. Приведен пример полного непротиворе-
чивого сравнения эффективности работы несколь-
ких подразделений сетевой организации. 
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при   = 0,05. Номер филиала обозначен цифрой.
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Abstract

To solve the problem of comparative efficiency analysis of branch operations for a small volume of 
randomly observed data, a non-parametric approach is relevant, since it does not require a probabilistic 
model of observations. Comparing the results of the non-parametric approach with the results obtained 
within the traditionally used Gaussian model is also relevant. Additionally, obtaining a consistent 
comparison of a group (of no less than three) branches is important. Currently, the non-parametric 
approach and the corresponding comparison with the known results of solving the problem considered 
in this work obtained within the framework of the normal model are absent. In addition, insufficient 
attention is paid to the search for methods of obtaining consistent solutions. This work to some extent 
fills these gaps. This work uses non-parametric statistical methods and theory of simultaneous hypothesis 
testing to address these problems. This paper proposes a procedure for comparative analysis of the 
efficiency of several units within a network organization with a small volume of observations based on 
the Mann–Whitney tests. We carry out a comparison of the results obtained from the proposed non-
parametric procedure with results based on extensions of Student’s t-tests. We propose a method for 
reducing the number of compatibility problems based on the search for an appropriate significance level. 
We provide an example of a fully consistent comparison of the efficiency of branch operations.
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